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Problématique. Un sous-ensemble D C V' est un ensemble dominant indépendant (ou
stable) d'un graphe G = (V, E) si D est un ensemble indépendant (il n’existe aucune aréte entre
les sommets de D) et dominant tous les sommets de G (chaque sommet de V' — D a un voisin
dans D). Le probléeme de 'ensemble Indépendant Dominant avec Obligations (/DQ) en propose
une généralisation. Une instance est un graphe G = (V, F) et une partition IT = (V1, ..., V}) des
sommets de V. Chaque sous-ensemble V; de II est appelé une obligation (ou obligation forte).
Un ensemble Indépendant Dominant avec Obligations (/DO) D dans une instance (G,II) est
un ensemble dominant indépendant de G avec la contrainte supplémentaire que si un sommet u
d’une obligation V; appartient a D, alors tous les autres sommets de V; doivent aussi appartenir
a D : pour chaque i = 1,...,k, soit V; N D = @ soit V; C D (ensemble D respecte les
obligations II). Nous étudions une généralisation de cette notion d’obligation. Une instance de
notre probléme est un graphe G = (V, E), des obligations I = (V4, ..., V}) sur les sommets de
V et un seuil k > 0. Lorsque k > 0, les obligations sont dites faibles. Un ensemble Indépendant
Dominant avec Obligations faibles (IDOf) D dans une instance (G,II, k) est un ensemble
dominant indépendant de G pour lequel nous relachons partiellement la contrainte portée par
les obligations : seulement si plus de k sommets d’une obligation V; appartiennent a D, alors
tous les autres sommets de V; doivent aussi appartenir & D : pour chaque ¢ = 1,...,k, soit
Vi N D| < k soit V; € D (I'ensemble D respecte les obligations faibles II). Le probleme de
décider si une instance (G, II, k) contient un IDOf sera nommé probléme IDOf. N.B. : si k vaut
zéro, un IDOf est simplement un IDO.

Contexte. L’étude de probléemes de graphes classiques avec des contraintes supplémen-
taires est ancienne. Récemment, le concept de "conflit" a été introduit. Il consiste a ajouter
a un graphe G = (V| F), un ensemble de paires d’éléments de G (sommets ou arétes) qui ne
peuvent pas appartenir & une méme solution (une solution peut étre un chemin, un arbre, un
ensemble dominant, etc. selon 'objectif). Contrairement aux obligations, un conflit exprime
Iinterdiction d’utiliser simultanément deux éléments d’un systeme, souvent en raison d’une
incompatibilité entre eux. La plupart des problemes avec conflits se révelent difficiles. Voici
quelques publications récentes sur le sujet : [1, 2, 4, 5, 8].

La premiére apparition de la notion d’obligation remonte a [3]. Cette notion s’avere utile
pour représenter des contextes ou les éléments doivent étre mobilisés de maniere collective
plutét qu’individuelle (comme une équipe de personnes ou un ensemble de ressources). Dans
un article récent sur des problemes de tournées [6], les obligations modélisent des situations ol
plusieurs routes existent, mais 'une d’entre elles doit obligatoirement étre empruntée (en cas de
"panneau d’obligation de tourner a droite" par exemple). Elles sont formées par la succession
de deux arcs ou arétes. Dans [7], les obligations sont formées par des groupes de sommets
devant appartenir aux mémes solutions du probléme de I'Indépendant Dominant. Les auteurs
ont montré que décider de 'existence d’'un IDO est un probléeme N P-complet méme dans un
chemin ou un graphe de diametre trois avec des obligations stables de méme taille A > 1.



Ils ont également montré que décider de I'existence d’un ensemble indépendant, dominant au
moins 31/]V] — 2 sommets et respectant les obligations est un probléme NP-complet méme si
le graphe est une collection de chemins et que les obligations sont stables. Ils ont ainsi étudié le
role de la domination dans la difficulté du probléme. Nous relachons ici la restriction portant
sur les obligations en étudiant des instances composées d’obligations faibles.

Résultats.

Soit A la taille de la plus grande obligation. Nous montrons que lorsque £ = A—1 le probleme
IDOf est polynomial quelle que que soit la topologie du graphe. S’il existe une constante X telle
que pour chaque i = 1,...,k, |V;| = A alors nous disons que les obligations sont A-équilibrées.
Nous prouvons que le probléme IDOf est N'P-complet dans différents cas, selon la topologie
du graphe, le seuil choisi et la présence d’obligations fortes. Dans la suite, un chemin est un
graphe connexe dans lequel chaque sommet a exactement deux voisins, sauf deux extrémités
qui en ont un seul. Un graphe est une collection de chemins disjoints s’il est seulement composé
de chemins qui sont sommet-disjoints par paire (c¢’est-a-dire s’il s’agit d’une forét de chemins).
Un graphe est dense s’il contient au moins 90% des arétes possibles entre ses sommets. Un
graphe est un arbre s’il est connexe et sans cycle. Un graphe de bloc est un graphe dans lequel
chaque composante biconnexe est une clique. La plupart des problémes algorithmiques sont
triviaux ou faciles a résoudre dans les chemins et les arbres. Cependant, nous montrons que si
I'instance contient des obligations fortes alors le probleme IDOf est N'P-complet, méme si G
est un chemin ou si G est un graphe dense pour toute répartition des obligations A-équilibrées
faibles et fortes. Dans le cas ol toutes les obligations sont faibles, nous montrons que le probléme
IDOf est N'P-complet pour tout seuil £ > 1 dans les collections de chemins avec des obligations
A-équilibrées et dans les graphes de blocs connexes associés & des obligations non stables et
non-équilibrées. Finalement, nous prouvons que le probléme IDOf est N'P-complet dans les
arbres avec des obligations faibles stables pour xk = 1.
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