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De nombreux auteurs ont souligné la pertinence des équations relationnelles floues pour certaines applications d’Intelligence
Artificielle (IA) [8, [L1} [12} [13]. L’émergence de ces applications a été rendue possible par les travaux pionniers de
Sanchez sur la résolution d’un systéme d’équations relationnelles floues de type max — min [18]]. Sanchez a donné des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un systéme d’équations relationnelles floues de type max — min soit compatible,
c’est-a-dire qu’il ait des solutions.

Cependant, I’incompatibilité de ces systemes reste un probleme difficile a résoudre [8|[12,[15,[16]. De nombreux auteurs ont
abordé la question de la recherche de solutions approximatives [9, (12} [15, 16} [20]]. Parmi ces travaux, une idée pionnicre a
été introduite par Pedrycz dans [16]. Etant donné un systéme incompatible, Pedrycz propose de modifier de facon minimale
son second membre pour le rendre compatible. Cuninghame-Green et Cechlarova [9] et Li et Fang [[15] ont chacun proposé
un algorithme pour calculer la distance minimale A = inf.cc ||b — ¢||, exprimée avec la norme L, ol b est le second
membre d’un systeme d’équations relationnelles floues de type max — min et C est I’ensemble des seconds membres des
systémes compatibles définis avec la méme matrice : celle du systeme incompatible. Cette distance minimale est appelée
distance de Tchebyshev associée au second membre d’un systeme incompatible. Tous les travaux mentionnés ci-dessus (et
d’autres) ne permettent d’obtenir qu’une valeur approchée de la distance de Tchebyshev.

Dans les travaux [12 (3} 14} S]], nous étudions 1’incompatibilité de deux classes de systemes d’équations relationnelles floues:
les systemes de type max —7" et les systemes de type min — —, olt 7" est une t-norme parmi le minimum, le produit et celle
de Lukasiewicz et — est I'implicateur résiduel associé a une t-norme 7" (respectivement 1I’implication de Godel, de Goguen
ou celle de Lukasiewicz). Les deux opérateurs de composition sous-jacents a ces deux classes sont notés LI et %}m e

produit matriciel (52 utilise 7" pour le produit et max pour 1’addition et le produit matriciel ™" utilise I'implicateur
résiduel — associé a T pour le produit et min pour 1’addition.

Plus analytiquement, les deux classes de systemes étudiées sont définies de la facon suivante :

Un systeme d’équations relationnelles floues de type max —7T est de la forme (S) : ADR**z = b ol
¢ A =10,1]"*™ est une matrice, b = [0, 1]"*! son second membre et z € [0, 1]™** le vecteur inconnu,
e T est une t-norme parmi le minimum, le produit et celle de Lukasiewicz,

Un systéme d’équations relationnelles floues de type min — — est de la forme (X)) : PO%i%z = 3 ou:

nxl1

e T' =[0,1]™*™ est une matrice, 3 = [0, 1]™*! son second membre et = € [0, 1]"*! le vecteur inconnu,

* — est 'implicateur résiduel associé a la t-norme 1" considérée (1I’implication de Godel, de Goguen ou celle de
Lukasiewicz, respectivement).

Pour les systemes de chacune des deux classes, nous donnons une formule analytique pour calculer la distance de Tchebyshev
associée a son second membre, en fonction des coefficients de la matrice et du second membre du systeme.

e Pour un systeme (.5) : AOP*x = b de type max —7T, la distance de Tchebyshev associée a b est notée :

A=A(ADb) = inf [b—c| ot ||b—c| = max | b; —c; | etC = {c=[e] €[0,1]"" | ALE>*2z = ¢ est compatible}
ce

1<i<n

e Pour un systéme (X)) : TO™i"z = 3 de type min — —, la distance de Tchebyshev associée a 3 est notée :

V=V(,p)= 52{7 |B—d]| ou ||B—d| = max. |bj—d; | etD = {d=[d;] €[0,1]™" | TO™"z = d est compatible}

Formules explicites pour A et V et applications
Les preuves des formules de A et V reposent sur la résolution d’inéquations vectorielles associées a chaque systéme :
4 Pour un systeme (S) : ATz = b de type max —T', on établit :
A =int{5 € [0,1] | b(5) < F(5(5))}. (1)
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ot b(0) = [min(b; + J, 1)]1<i<n, b(d) = [max(b; — J,0)]1<i<n et 'application F est definie par :

F 0,10 — [0,1]"*! : ¢ = ADP™(A'OR"e) : ¢ = [e;] = F(c) = [F(c);]
Notons que (I)) généralise aux cas des deux t-normes produit et celle Lukasiewicz, un résultat fondamental de Cuninghame-

Green et Cechlarova pour la t-norme min [9]]. Dans [2]), il est montré que les trois formules pour calculer A pour les systémes
de type max —7" ont une expression canonique unique qui est :

max((b; — ai;)t, o¢ (bi,aj, br)]  siT = Ty (min)
A= max 0; avec 0; = 1£r]11<nm max 55,9 et (ﬁ;k = ¢ oca (@ij, bi, ag;, b) siT = Tp (product)
- T or (1 —asj, b, ar;j, br) siT = Tp (Lukasiewicz)

(Les fonctions og,0qa et or sont introduites dans [3} 15]]). Les trois formules nous permettent d’établir les résultats
suivants :

* La plus grande approximation de Tchebyshev du second membre b du systeme (.5) est F/(b(A)) [3,[3]. Il en résulte
qu’on a A = min.cc ||b — ¢|| et nous avons I’équivalence suivante : A = 0 <=> le systeme (S) est compatible.

e Le vecteur e = AtDrI“TiHE(A) est la plus grande solution approchée du systeéme incompatible (.S) [3l 5] (c’est

également la plus grande solution du systeme ACIR**z = F(b(A))). Dans le cas max — min, nous avons donné,
dans [5], la structure de 1’ensemble des solutions approchées du systeéme incompatible (.5) et celle de 1’ensemble
des approximations de Tchebyshev de son second membre b,

* Dans [2]], nous avons obtenu pour tout systéme incompatible (.S), un sous-systeéme compatible maximal. Ce sous-

systeme compatible est composé des équations dont les indices sont dans I’ensemble N, = {z €{1,2,...,n}|

0; = O}. Dans le cas de la composition max-min, nous donnons aussi une méthode pour obtenir efficacement tous
les sous-systemes compatibles maximaux d’un systéme incompatible (.S).

4 Pour un systeme (3) : TO™"z = 3 de type min — — , on établit :
V =inf{s € [0,1] | G(8(6) < B(9))}-
ou I’application G est definie par :
G:[0,1]™" — [0,1]™! 1 d = TOPMT'OPd) : d = [d;] — G(d) = [G(d),]

Dans [4]], il est montré que les trois formules pour calculer V pour les systémes de type min — — ont une expression
canonique unique qui est :

V= wax, V; avec V;=min(l-g;,7) et 7= ng}ég max (05, (ji)
ou I' = [vjili<j<mi<i<n et Aj = {i € {1,...,n} | v > 0} et 0;;,;; sont calculés explicitement en fonction des
coefficients de I" et de 3. Les trois formules nous permettent d’établir dans [4] les résultats suivants :

» Si — est I'implication de Goguen ou celle de Lukasiewicz (associées a la t-norme produit et celle de Lukasiewicz),
G(B(V)) est la plus petite approximation de Tchebyshev du second membre 3 du systeme (X). Il en résulte qu’on
aV = mingep |8 — d|| et nous avons 1’équivalence : V = 0 <=> le systeme (X) est compatible.

* le vecteur £ = IM[a*3(V) est la plus petite solution approchée du systeéme incompatible (3) (c’est également la
plus petite solution du systéme 'Lz = G(B(V))).

* Le cas de la composition min — — ou — est I’implication de Godel (associée a la t-norme min) est plus compliqué
: I’ensemble des approximations de Tchebyshev du second membre 3 peut étre vide (V n’est pas un minimum).
Par I’introduction d’une constante numérique calculée en fonction des coefficients de I' et du second membre 3,
nous avons caractérisé le cas ou les résultats ci-dessus restent valides pour 1I’implication de Godel.

Tous ces travaux [2, 3| 14, 5] peuvent étre utiles pour résoudre les problemes d’incompatibilité des systemes d’équations
relationnelles floues intervenant dans 1’apprentissage (e.g. les mémoires associatives dans [[19]]). Dans I’article [3]], pour les
systemes basés sur la composition min — max, nous donnons les résultats correspondants a ceux obtenus avec la composition
max — min et nous les appliquons pour 1’apprentissage de parametres de regles possibilistes pour un systeme a base de
regles possibilistes [1,[7]. Ces travaux peuvent étre également utiles pour trouver des inverses approchés de matrices floues
(besoin mis en avant dans [20]] pour de nombreuses applications pratiques), ou pour des applications basées sur les systemes
max —7, e.g. analyse spatiale [[10]], probleme de diagnostic [[13]].

En perspectives, pour utiliser les intégrales de Sugeno, nous étudions actuellement la détermination d’une capacité a partir
de données d’apprentissage. De nombreux auteurs se sont intéressés a ce probleme e.g. [6l 14, [17]], et nous montrons, dans
cette présentation, que cela peut étre abordé en utilisant un systéme d’équations relationnelles floues compatible associé aux
données dont I’ensemble de solutions nous permet de déduire une capacité.
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