Maximiser l'intersection de bases de cycles de poids minimum

Yléne Aboulfath! Dominique Barth? Thierry Mautor? Dimitri Watel??
Marc-Antoine Weisser®

L DAVID, Université Versailles Saint-Quentin-En-Yvelines, France ylene.aboulfath@uvsq.fr,
dominique.barth@uvsq.fr, thierry.mautor@uvsq.fr
2 SAMOVAR, Telecom SudParis, France
3 ENSIIE, Evry, France dimitri.watel@ensiie.fr
4 LISN, Centrale Supélec, France marc-antoine.weisser@centralesupelec.fr

Mots-clés : Base de cycles minimum, Intersection de matroides, Complexité algorithmique,
Complexité paramétrée

1 Introduction

Dans un graphe simple non orienté, une base de cycles est un ensemble minimum de cycles
capable de générer tous les autres. On utilise ici pour les cycles une définition tres générale : un
cycle est un graphe dont les nceuds sont de degré pair. Ainsi deux cycles élémentaires disjoints
forment un cycle, et un graphe eulérien est également un cycle. On définit une opération
d’addition @ sur les cycles : connaissant deux cycles ¢y et ca, le cycle ¢; @ ¢y consiste a garder
les arétes de ¢; U co qui ne sont pas dans ¢; M cy. La Figure 1 donne des exemples de cycles et

d’addition de cycles.
W—)
W—)
Oﬁ@ ® = @ @
@) @
Wl X, S v
®—@
FIG. 1

On dit qu'un ensemble de cycles C' génere un cycle d si @.coc = d. Muni de l'opérateur
@ et du corps Z/27Z, 'ensemble C' forme un espace vectoriel dont la dimension est le nombre
cyclomatique p(G) = m—n+p ol m,n et p sont respectivement le nombre d’arétes, de noeuds
et de composantes connexes de GG. Une base de cycles est une base de cet espace vectoriel.

On s’intéresse dans cette présentation aux base minimums. Chaque cycle est associé a un
poids égal a sa taille, une base minimum est une base de cycles dont la somme totale des poids
des cycles est minimum. Trouver une base de cycles minimum pour un graphe peut se faire en
temps polynomial, par exemple avec I'algorithme de Horton [5]. Connaissant plusieurs graphes,
on souhaite trouver des base minimums dont l'intersection est la plus grande possible.

Probléme 1 (MAX-MCBI). Soient (Gi,Ga,...,G)) des graphes ayant les mémes noeuds,
trouver un sous-ensemble de cycles B de ﬂle G; de taille maximum tel que, pour tout i € [1; k]
il existe une base minimum B; de G; telle que B C B;.

2 Motivations

Cette étude s’inscrit dans un projet plus général d’étude de trajectoires de conformations
moléculaires. Une conformation représente ’état d’une molécule a un instant donné, qui peut



différer légérement de la formule chimique de base car des liaisons faibles peuvent apparaitre ou
disparaitre selon la forme 3D de la molécule [1]. La trajectoire représente la succession d’appa-
ritions et de disparitions de liaisons faibles au cours du temps. Les bases de cycles minimums
font partie des propriétés structurelles des molécules capables de caractériser certaines pro-
priétés chimiques [3, 4, 6]. Nous étudions la capacité de la similarité entre les base minimums
des conformations d’une trajectoire a caractériser de telles propriétés. Cette présentation se
concentre uniquement sur notre capacité a résoudre le probleme MAX-MCBI.

On peut également noter que MAX-MCBI est un cas particulier du probleme d’intersection
de matroides dans lequel, connaissant k matroides avec les mémes éléments, la question est de
trouver un ensemble d’éléments indépendants de taille maximum. Ce probléme est polynomial
quand k = 2 [2], NP-Complet quand k& = 3 [8] et %—approximable [7]. Une question intéressante
est de savoir si les propriétés des graphes, par exemple le fait qu'un graphe dispose d’un nombre
exponentiel de cycles, influent sur la complexité de notre sous-probleme.

3 Résultats

Nous nous sommes intéressés a la complexité du probleme MAX-MCBI et de son probleme
de décision associé MCBI vis-a-vis de 5 parametres naturels des problémes principalement
issus des motivations : le nombre de graphes k, le degré maximum A dans les graphes, la taille
~ du plus grand cycle dans une base minimum d’un des graphes, 'entier K associé au probleme
de décision MCBI et la distance d’édition ed (en terme d’apparition ou disparition d’arétes)
maximum entre deux paires de graphes de l'instance.

Nous avons établi une dichotomie complete de complexité vis-a-vis des 3 premiers para-
metres : le probléme est NP-Complet des lors que (kK =3,y =4,A =4)ou (k =3,7y=5,A =3)
mais polynomial pour k = 2, pour (y = 4,A = 3), pour v = 3 et pour A = 2. Nous avons
également montré que le probleme reste NP-Complet méme si 3 des 4 parametres k, A,y et ed
sont fixés. Savoir si le probleme est XP vis-a-vis de ces 4 parametres est une question ouverte.

Nous avons également démontré que le probleme est XP mais W[1]-difficile vis a vis de K,
et qu’il est %—approximable en temps polynomial sachant que ce rapport est serré.
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