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1 Introduction

Ce travail se place dans le contexte d’'un jeu coopératif, caractérisé par un ensemble A de
n agents. On note C = 24 I'ensemble des coalitions pouvant étre formées par ces agents. Les
préférences sur les éléments de C sont exprimées par une relation d’ordre partielle notée >=¢.
On cherche alors a résoudre le probleme de social ranking [3], consistant & inférer une relation
d’ordre >4 sur les agents a partir de >¢. La relation =4 témoigne de l'influence de chaque
agent, également appelée indice de pouvoir, au sein des coalitions; en d’autres termes, elle
révele la qualité de ses interactions avec les autres agents.

Ce cadre d’étude peut notamment s’appliquer a un jeu coopératif dans lequel n partis
politiques sont représentés dans plusieurs chambres d'un parlement multicaméral. On dé-
crit ce probléme par une matrice E, ou e] représente le nombre de parlementaires affiliés
au parti ¢ dans la chambre j. Pour comparer deux coalitions de partis C,C5, on évalue le
nombre de chambres dans lesquelles un projet soutenu par chaque coalition est adopté, i.e.
Cy ¢ Cy < f(Cy) > f(Cy), ou f(C) indique le nombre de chambres ayant approuvé le projet
d’une coalition C. L’ordre > 4 témoigne alors de l'influence décisionnelle de chaque parti.

2 Modele bayésien pour ’élicitation de semi-valeurs

Semi-valeurs et fonctions additives Etant donné un jeu coopératif & utilité transférable
décrit par une fonction caractéristique v : C — R associant une utilité a chaque coalition
d’agents, et telle que v() = 0, une semi-valeur P (v) est une fonction attribuant & chaque
agent i € A la quantité
s
)= Y psm;(v), (1)

SCA\{i}

ou pg est la probabilité de formation de la coalition S suivant la distribution p, et mZS (v) =
v(SU1) —v(S) est la contribution marginale de i & S U{i}, pour chaque i € Aet S C A\ {i}.
Ainsi, la semi-valeur 7P (v) représente la contribution marginale attendue d'un agent i a
toutes les coalitions auxquelles il appartient au sein du jeu décrit par v, selon la distribution
de probabilités de formation de coalitions p.
Etant donné une valeur k£ € N, une fonction caractéristique v est dite k-additive [2] si son
application & une coalition S € C est paramétrée par un vecteur w associant a chaque coalition



T C S de taille |T| < k un poids wr € R, de sorte que
vw(S) = Y Is(T)wr, (2)
TeCk

ot CkF = {T € C | |T| < k} est 'ensemble des coalitions de taille inférieure ou égale a k, et Is(T)
est l'indicatrice de S, qui renvoie 1 si 7' C S, 0 sinon. Une fonction k-additive peut comparer
toute paire d’alternatives, et engendre donc une relation d’ordre linéaire compléte. Dans la
mesure ou il existe cependant plusieurs extensions linéaires pour une méme relation d’ordre
partielle >¢, nous proposons d’utiliser une méthode bayésienne pour estimer la distribution a
posteriori P(w| =¢) des vecteurs w étant donné la relation d’ordre partielle >¢.

Cette distribution nous permet ensuite de dériver un a posteriori sur les semi-valeurs des
attributs P(7?| >¢), a laide des équations (1) et (2).

Approximation d’un a posteriori sur une fonction caractéristique v A partir du
cadre bayésien présenté par [1], on suppose que les préférences du décideur sont régies par une
fonction d’utilité f-additive v,,, affectée par un bruit blanc e de variance o, soit € ~ N (0,0).
La probabilité d’observer A =¢ B étant donné la fonction v, est donc
P(A =¢ Blw) = <U“’(A)_UU’(B)> 7
20

ou ® est la fonction de répartition cumulative de la distribution normale standard N(0,1).

On supposera également un a priori Gaussien sur les vecteurs w pour favoriser les vec-
teurs parcimonieux, i.e P(w) o< N(0,0y), ce qui nous permet d’obtenir une approximation
du logarithme de I’a posteriori. Par ailleurs, la semi-valeur d’une fonction caractéristique peut
s’exprimer en fonction d’un vecteur w, sous la forme

T} (V) = Z wsyf (n ; S>p5+k_1, (3)

SeCk:ieS k=0
a partir de quoi on obtient la distribution a posteriori d’une semi-valeur en intégrant
P(rf| =c) = / 7P (vy) P(w| >=c¢)dw. (4)

w
La distribution de chaque semi-valeur suit elle-méme une loi normale, et permet donc d’inférer

un ordre sur les agents, mais également de déduire un intervalle de confiance sur cet ordre.

Résultats sur données synthétiques L’efficacité de notre méthode est testée sur des don-
nées synthétiques, en générant une fonction k-additive pour comparer des coalitions et calculer
les semi-valeurs des agents. En appliquant notre modéle a un ordre partiel constitué de compa-
raisons sur 80% des coalitions dans C, on constate que la distance de Kemeny moyenne entre
Pordre trouvé et celui issu des semi-valeurs de la fonction initiale tend vers 0.
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